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第2讲二次函数与线段和差最值

一、 单线段的最值

1. 一定一动

教法备注

典题精炼

（ 1 ）

1. 如图，在平面直角坐标系中，点 是 轴正半轴上的一动点，抛物线 （ 是常

数，且 ）过点 ，与 轴交于 ， 两点，点 在点 左侧．连接 ，以 为边做等边三角

形 ，点 与点 在直线 两侧．

A

B C

D

O x

y

求 ， 的坐标．
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1

2

（ 2 ）完成下例各题．

求动点 所成的图象的函数表达式．

连接 ，求 的最小值．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

， ．

．

．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

，

令 ，则有 ，

解得 ， ，

∴ ， ．

如图，过点 作 于点 ，过点 作 轴的垂线于点 ，过点 作

轴交 轴于点 交 于点 ，

EE
A

B C

D

O x

y

∵ 为等边三角形，

∴点 为 的中点， ，

∴点 ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，其中 ， ，

解得： ， ，故点 ，

即动点 所成的图象的函数满足 ．

∴动点 所成的图象的函数表达式为： ．
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2 由①得点  ，

∴

，

故当  时， 的最小值为  ，即 的最小值为 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

2. 如图，过抛物线 上一点 作 轴的平行线，交抛物线于另一点 ，交 轴于点 ，已知

点 的横坐标为 ．

求抛物线的对称轴和点 的坐标．

在 上任取一点 ，连结 ，作点 关于直线 的对称点 ．

连结 ，求 的最小值．

当点 落在抛物线的对称轴上，且在 轴上方时，求直线 的函数表达式．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

对称轴 ， ．

的最小值 ．

直线 的解析式为 ．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

由题意 ，对称轴 ，

∵ 、 关于对称轴对称，

∴ ．

如图 中，
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2

由题意点 在以 为圆心 为半径的圆上，

∴当 、 、 共线时，

的最小值 ．

如图 中，

当点 在对称轴上

时，

在 中，

，

，

∴

，

∴点 的坐标为 ．

设 ，在 中，

，

∴ ，

∴ ，

∴直线 的解析式为 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

经典再现

3.
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（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

已知点 是抛物线 （ ， ， 为常数， ， ）与 轴的一个交

点．

当 ， 时，求该抛物线的顶点坐标．

若抛物线与 轴的另一个交点为 ，与 轴的交点为 ，过点 作直线 平行于 轴， 是

直线 上的动点， 是 轴上的动点， ．

当点 落在抛物线上（不与点 重合），且 时，求点 的坐标．

取 的中点 ，当 为何值时， 的最小值是 ？

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

．

或 ．

或 ．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

当 ， 时，抛物线的解析式为 ．

∵抛物线经过点 ，

∴ ，

解得 ，

∴抛物线的解析式为 ．

∵ ，

∴抛物线的顶点坐标为 ．

∵抛物线 经过点 和 ， ，

∴ ， ，即 ，

∴ ， ，

∴抛物线的解析式为 ．

根据题意，得点 ，点 ．

过点 作 于点 ，

y

OO x

由点 ，得点 ．

在 中， ，

，
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2

∴ ．

∵ ，

∴ ，

解得 ．

此时，点 ，点 ，∴ ．

∵点 在 轴上，

∴在 中， ，

∴点 的坐标为 或 ．

由 是 的中点，得 ，

根据题意，点 在以点 为圆心、 为半径的圆上．

由点 ，点 ，得 ， ，

∴在 中， ．

当 ，即 时，满足条件的点 落在线段 上，

的最小值为 ，

解得 ，

当 ，即 时，满足条件的点 落在线段 的延长线

上， 的最小值为 ，

解得 ，

∴当 的值为 或 时， 的最小值是 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

二、 将军饮马

1. 两定一动类

如图，在 上找一点 ，使 最小.
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教法备注

作法：作点 关于 对称的点 ，连接 、 ，与 的交点即为点 .

 

2. 一定两动类

1、如图，点 在锐角 的内部，在 边上求作一点 ，在 边上求作一点 ，使 的

周长最小（或者使得 最小）.

 

教法备注

 

作法：作点 关于 对称的点 ，作点 关于 对称的点 ，连接 、 ,分别交 于点 ，交

与点 .

 

2、如图，点 在锐角 的内部，在 边上求作一点 ，在 边上求作一点 ，使得
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最小.

 

教法备注

作法：作点 关于 对称的点 ，过点 作 的垂线段，交 于点 ，交 于点 .

 

3. 两定两动类

如图，点 、 在锐角 的内部，在 边上求作一点 ，在 边上求作一点 ，使四边

形 周长最小（或者使得 最小）.

 

教法备注

作法：作点 关于 对称的点 ，作点 关于 对称的点 ，连接 、 ,分别交 于点

，交 与点 .
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4. 含定长类

1、如图，在一组平行线 、 两侧各有一点 、 ，在 、 间找一条线段 ，使 ，并且

使得 之和最短．

 

教法备注

作法：将点 向下平移 的宽度得到点 ；连接 、 ，与 交于点 ，过点 作 ，交

于点 .

 

2、如图，直线 外有两点 、 ，有一定长线段 ，在直线上找到点 、 ,使得 间的距离等于

定长 ，且使得 最小.
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教法备注

作法：将点 向右平移 的长度得到点 ；连接 、 ，交 于点 ，将点 向左平移 的长度，得到

点 .

 

3、如图，直线 外有两点 、 ，有一定长线段 ，在直线上找到点 、 ,使得 间的距离等于

定长 ，且使得 最小（或者使得四边形 周长最小）.

 

教法备注

作法：将点 向右平移 的长度得到点 ，作点 关于 的对称点 ；连接 、 ，交 于点 ，将点

向左平移 的长度，得到点 .
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5. 差最小

1、如图，在 上找一点 ，使 最小.

教法备注

作法：连接 、 ，作线段 的垂直平分线，交 于点 .

 

2、如图，在 上找一点 ，使 最小.

教法备注

作法：连接 、 ，作线段 的垂直平分线，交 于点 .

6. 差最大

1、如图，在 上找一点  ，使 最大.
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教法备注

作法：过点 、 作直线 ，交 于点 .

【备注】证明方法： ，其他位置点 ， .理由：三角形

两边之差小于第三边.

＜

2、如图，在 上找一点  ，使 最大.

作法：作点 关于 对称的点 ，过点 、 作直线 交 于点 .

 

典题精炼

4. 如图，抛物线 与 轴的两个交点分别为 、 ，与 轴交于点 ，顶点

为 ； 为线段 的中点， 的垂直平分线与 轴、 轴分别交于 、 ．
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x

y

O

（ 1 ）

（ 2 ）

求抛物线的函数解析式，并写出顶点 的坐标．

在直线 上求一点 ，使 的周长最小，并求出最小周长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

抛物线 ，顶点坐标是 ．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

根据题意得， ，

解得 ，

∴抛物线 ，

∴ ，

∴顶点坐标是 ．

设抛物线的对称轴与 轴交于点 ，

∵ 垂直平分 ，

∴ 与 关于直线 对称，

连接 交 于 ，

此时 最小，

，

，

，

∴ ，

∴ 的周长最小为，

，

设直线 ， ，

代入 ， 得， ，

，

，
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∵ ，

∴ ，

∴ ， ，

∴ ， ，

，

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与相似三角形结合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

5. 如图，抛物线 与 轴交于 ， 两点，与 轴交于点 ．

求这条抛物线的顶点坐标．

已知 (点 在线段 上)，有一动点 从点 沿线段 以每秒 个单位长度的速度

移动；同时另一个点 以某一速度从点 沿线段 移动，经过 的移动，线段 被 垂

直平分，求 的值．

在（ ）的情况下，抛物线的对称轴上是否存在一点 ，使 的值

最小？若存在，请求出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

顶点坐标为 ．

．

存在，点 的坐标为 ．

【解析】（ 1 ）∵ 与 轴交于 ， 两点，

∴ ，

解得 ，

∴抛物线的解析式为 ，
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（ 2 ）

（ 3 ）

∵ ，

∴顶点坐标为 ．

连接 ，

∵ ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∵ 与 轴交于点 ，

∴ ，即 ，

在 中， ，

又∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵线段 被 垂直平分，

∴ ，

∴ ， ，

又∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

存在．
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∵ ， ，

∴ ， ，

过点 作 轴于点 ，

∴ 是等腰直角三角形，

由（ ）知 ，

， ， ，

∴在 中， ， ，

∴ ，

∴ ，

∵点 与点 关于对称轴对称，

∴连接 ，与对称轴交于点 ，点 即为所求，

设 ： ，

则 ，

解得 ，

∴ ，

当 时， ，

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

6. 如图，抛物线 与 轴交于 ， 两点，过点 的直线 分别

与 轴及抛物线交于点 ， ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

求直线和抛物线的表达式．

如图，将直线 沿 轴向下平移 个单位后，与 轴， 轴分别交于 ， 两点，在抛物线的对

称轴上是否存在点 ，在直线 上是否存在点 ，使 的值最小？若存在，求出

其最小值及点 ， 的坐标；若不存在，请说明理由．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

， ． 最小为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

， ．

在抛物线上取点 的对称点 ，过点 作 于点 ，交抛物线对称轴于

点 ，过点 作 于点 ，此时， 最小．

， ， 最小为 ．



18

【标注】【知识点】二次函数与轴对称问题

（ 1 ）

（ 2 ）

7. 如图，在平面直角坐标系中，已知抛物线 与 轴交于点 ， ，

与 轴交于点 ．

抛物线的函数表达式为            ．

若点 为抛物线的顶点，点 是该抛物线上的一点，在 轴， 轴上分别找点 ，

，使四边形 的周长最小，求出点 ， 的坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ） ， ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵点 ， 在抛物线 上，

∴ ，

解得 ，

∴抛物线的表达式为 ．

如图，∵ ，

为抛物线的顶点，

∴ ，

∴ 关于 轴的对称点 ．

， ，

，
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∵ 在抛物线上，

∴ ，

∴点 关于 轴的对称点 ，

∴直线 的解析式为 ，

令 ，则 ，

令 ，则 ．

∴ ， ．

【标注】【知识点】二次函数与几何综合

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

8. 如图，已知在平面直角坐标系 中，直角梯形 的边 在 轴的正半轴上， 在 轴的正半

轴上， ， ，过点 作 ，交 于点 ．将 绕点 按顺时针方

向旋转，角的两边分别交 轴的正半轴、 轴的正半轴于点 和 ．

x

y

O

求经过 、 、 三点的抛物线的解析式．

当 经过（ ）中抛物线的顶点时，求 的长．

在抛物线的对称轴上取两点 、 （点 在点 的上方），且 ，要使四边形 的

周长最小，求出 、 两点的坐标．



20

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

．

．

点 的坐标为 ，点 的坐标为 ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

由题意得 、 、 ．

设经过 ， ， 三点的抛物线的解析式为 ．

则 ，

解得 ．

∴ ．

由 ．

∴顶点坐标为 ．

过 作 ，垂足为 ．

x

y

O

则 ， ．

∵ ， ，

∴ ．

∴ 是 的中位线．

∴ ．

过 作 ，垂足为 ．

则 ．

∵ ，

∴ ．

∴ ≌ ．

∴ ．

∵ ，

∴ ．
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（ 3 ）要使四边形 的周长最小，可将点 向上平移一个单位，再做关于对称轴对

称的对称点 ，

y

O x

得点 的坐标为 ．

可求出直线 的解析式为 ．

直线 与对称轴 的交点即为点 ，坐标为 ．

点 的坐标为 ．

【标注】【知识点】二次函数与轴对称问题

三、 胡不归

教法备注

       从前，有一个小伙子在外地当学徒，当他获悉在家的老父亲病危的消息后，便立即启程赶路．由于

思乡心切，他只考虑了两点之间线段最短的原理，所以选择了全是砂砾地带的直线路径 （如图

所示），而忽视了走折线虽然路程多但速度快的实际情况，当他气喘吁吁地赶到家时，老人刚刚咽下最

后一口气，小伙子失声痛哭．邻居告诉小伙子说，老人弥留之际不断念叨着“胡不归？胡不归？……何

以归”．这个古老的传说，引起了人们的思考，小伙子能否提前到家？倘若可以，他应该选择一条怎样

的路线呢？这就是风靡千百年的“胡不归”问题．

 

分析：小伙子走的是图中的 红色线段，路程颠簸难行，用的时间长，人们思考的是走 两

段绿色部分能不能提前到家，其中 部分是驿道，路宽平坦速度快．点 是驿道上的一个点，具体位

置在哪里就是我们要探究的重点．
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将上述问题抽象为数学问题：

     假设小伙子在砂砾地带行走的速度是 ，在驿道上行走的速度是 ，则小伙子全程走砂

砾地带所用时间为 ,小伙子走 距离的驿道再走 距离的砂砾地带所用时间为

．要想早点到家，即行走时间最短，即求

的最小值．

 

再将上述问题简化，可以得到下面问题：

在直线 上有一个动点 ，点 是直线外一点，求 的最小值．

特点： 

①两定一动． 、 是两个定点，点 是一个动点．

②动点 在直线上运动．

砂砾

折线

折线

我们知道求 的最小值可以直接利用两点之间线段最短，但是有系数 存在，就不能直接用两

点之间的线段来表示最小值，那么如何解决这个问题呢？

可以利用转化的思想，将 转化为一条系数为 的线段，就可以解决这个问题．由 可以想到含

角的直角三角形，于是可以通过构造含 角的直角三角形转化线段．
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如图构造 ，过点 作 于点 ，在直角三角形中 角所对的直角边等于斜边的

一半，则 ．所以 ，因为 点是动点，所以点 也是动点，因此当

时， 最小，即 ．

 

思考：

当小伙子在砂砾地带行走的速度是 ，在驿道上行走的速度是 、 、 时，

求小伙子到家用的最短时间，即求 、 、 的最小值．你能仿照上面

的例子解决这个问题吗？

如果假设题目中，小伙子走在驿道上的速度为 ，走在砂砾地带的速度为 时，求小伙子

到家所用最短时间，即求 的最小值，怎么解决？折线

求“ ”的最小值问题

1、胡不归问题的特点：

    ①两定一动． 、 是两个定点，点 是一个动点；

    ②动点 在直线上运动．

2、解题思路：

    构造直角三角形，利用正弦关系转化带系数的线段．即构造 ．

   点 和点 在同一条直线 上，构造的 角其实就是依托顶点 及定直线 做出来的，即做一条过

点 的射线与定直线 所夹锐角为 ．
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3、特殊情况：

    如果 值大于 ，则要先提取 ，再跟据思路 进行求解．

   如： 的最小值转化为求

          的最小值转化为求

典题精炼

9. 如图，在平行四边形 中， ， ， ， 为边 上的一动点，则

的最小值等于            ．

【答案】

【解析】

过点 作 ，交 延长线于点 ，

过点 作 ，交 延长线于点 ，

在 中，

∵ ， ，

∴ ，

又∵ ，
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∴ ，

∴ 在 的延长线上，

在 中，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

易知当 、 、 三点共线时 取最小值，

即 的最小值为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】胡不归问题

10. 已知点 在二次函数 图象上，点 为抛物线与 轴的交点且位于 轴负半

轴上．点 是 轴正半轴上的一个动点．则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】当 时， ，

∴ ，

令 ，则 ，

解得 或 ，

∴ ，

作直线 与 轴交于 ，

∴ ，

过 作 于 ，过 作 于 ，
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∴ 是等腰直角三角形，

∴ ，

即 ，

∴ ，

∴当且仅当 ， ， 三点共线且 时， 取得最小值，

∵ ，

∴设直线 的解析式为 ，

将 代入 得 ，

∴ ，

∴ ，

联立 ，

解得 ，

∴ ，

∴ ，

∴ 的最小值为 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】胡不归问题

11.
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（ 1 ）

（ 2 ）

如图，抛物线 的图象经过点 ，顶点 的坐标为 ，与 轴交于

、 两点．

求抛物线的解析式．

点 是 轴上一动点，当 为何值时， 的值最小．并求出这个最小值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵ ， ，

∴

解得

∴抛物线解析式为 ．

如图，连接 ，过点 作 于点 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

当折线段 与 重合时，取得最小值．

由（2）可知 ，
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∴ ．

，

∴当 时， 有最小值为 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

12. 已知抛物线 ，与 轴交于两点 ， （点 在点 的左侧），与 轴交于点 ．

求点 ， 和点 的坐标．

已知 是线段 上的一个动点．

若 轴，交抛物线于点 ，当 取最大值时，求点 的坐标．

求 的最小值．

【答案】（ 1 ）

1

2

（ 2 ）

点坐标为 ， 点坐标为 ， 点坐标为 ．

．

．

【解析】（ 1 ）

1（ 2 ）

令 ，则 ，解得 ， ，

∴ 点坐标为 ， 点坐标为 ，

令 ，则 ，

∴ 点坐标为 ．

设 ，将 ， 分别代入得，

，解得 ，

故 ，

可设 ， ，

则 ，且 在 上方，

所以 ，

又 ，

故

，
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2

当 时取得最大值，此时 ．

如图，延长 至点 ，使得 ，连接 ，

作 轴于点 ，过点 作 于点 ，

由 ， ， ，

所以 ， ，

则 是等腰直角三角形， ，

，

由垂线段最短可知，当 ， ， 共线时 取得最小值，

∵ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ≌ ，

∴ ， ，

可得点 的坐标为 ，

∴ ，

，代入可得

，

解得 ，故有

，

所以 的最小值为 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

13. 在平面直角坐标系中，抛物线 与 轴交于 ， 两点（点 在点 左

侧），与 轴交于点 ，顶点为 ，对称轴与 轴交于点 ．
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（ 1 ）如图 ，连接 ， ．若点 为直线 上方抛物线上一动点，过点 作 轴交 于

点 ，作 于点 ，过点 作 交 轴于点 ．点 ， 分别在对称轴和 轴上

运动，连接 ， ．当 的周长最大时，求 的最小值及点

的坐标．

图

【答案】（ 1 ） 的最小值为 ，此时 ．

【解析】（ 1 ）对于抛物线 ，令 ，得到 ，令 ，

得到 ，解得 或 ，

∴ ， ， ，

抛物线顶点 坐标 ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴当 最大时， 的周长最大，

∵ ， ，

∴直线 的解析式为 ，

设 ，

则 ，

∴
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，

∴当 时， 有最大值，

∴ ，

如图，将直线 绕点 逆时针旋转 ，得到直线 ，

作 直线 于 ， 直线 于 ，则

，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ， ， 共线，可得 ，

∴ 的最小值为 ，此时 ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

经典再现

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

14. 已知抛物线 （ ， 为常数， ）经过点 ，点 是 轴正半轴上

的点．

当 时，求抛物线的顶点坐标．

点 在抛物线上，当 ， 时，求 的值．

点 在抛物线上，当 的最小值为 时，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

．

．
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（ 3 ） ．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵抛物线 经过点 ，

∴ ，即 ，

当 时， ，

∴抛物线的顶点坐标为 ．

由（ ）知，抛物线的解析式为 ，

∵点 在抛物线 上，

∴ ，

由 ，得 ， ，

∴点 在第四象限，且在抛物线对称轴 的右侧，

如图，过点 作 轴，垂足为 ，则点 ，

∴ ， ，得 ，

∴在 中， ，

∴ ，

由已知 ， ，

∴ ，

∴ ．

∵点 在抛物线 上，

∴ ，

可知点 在第四象限，且在直线 右侧，

考虑到 ，可取点 ，
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如图，过点 作直线 的垂线，垂足为 ， 与 轴交于点 ，

有 ，得 ，

则此时点 满足题意，

过点 作 轴于点 ，则点 ，

在 中，可知 ，

∴ ， ，

∵点 ，

∴ ，

解得 ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】二次函数与动点问题

四、 阿氏圆

教法备注

　　阿氏圆又称阿波罗尼斯圆，已知平面上两点Ａ、Ｂ，则所

有满足PA=k·PB（k≠1）的点P的轨迹是一个圆，这个轨迹最

先由古希腊数学家阿波罗尼斯发现，故称“阿氏圆”．

 

证明：

在直线AB上取两点M、N，

其中点M在线段AB内，点N在线段AB外，
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使 ，因为点P也满足 ，则

，

所以PM是∠APB的内角角分线，

PN是∠APB的外角角分线，于是∠MPN=90°，

因此点P在以MN为直径的圆上．这个圆就是线段AB以及定

比k的阿波罗尼斯圆．

 

阿波罗尼斯圆的性质（本节重点）：

∵ ,

,

, 


∴ ，从而 ， ，

设⊙O半径为r，则 ．

 

如图，在正方形 中，其边长为 ，点 是平面内的一个动点，且 ，求 的最

小值．

分析：

因为 ，所以点 的轨迹是以点 为圆心， 为半径的圆，如图所示：

本题特点：
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①两定一动， 、 为定点，点 是动点．

②点 在圆周上运动．

所以本题的解题方法不能按照“胡不归”问题的解题思路进行，在这里不能依托点 所在的直线构造直

角三角形．因此需要用到背景介绍里提到的“阿氏圆”，构造相似解决 ．

【解析】

由已知可得： ，

找到和 长度相等的线段，背景介绍里已经提到了一组重要的相似三角形，可以通过这组相似找到

和 长度相等的线段．

在线段 上截取 ，即 ，

∴ ∽ ，

∴ ， ，

∴ ,

当 、 、 三点共线时， 最小．

最小值为： ．

“ ”的最小值问题:

1、特点：

    ①两定一动．点  、 是定点，点 是动点．

    ②动点 在圆周上运动．

2、解题步骤：

①连接动点 和圆心 ．

   将系数不为 的线段的两个端点分别与圆心连接，如图中的线段 、 ．

②计算出所连接的这两条线段的长度．

③计算这两条线段的长度比．即 ．

④在线段上取点 ，使得 ．得到 ∽ ，则 ．
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⑤连接 ，与圆交点即为当“ ”的值最小时，点 的位置 ．

3、“阿氏圆”问题本质是构造字母型相似，如图 ．

构造 ∽ ，得 ，即：半径的平方=构造线段×原有线段．所以

．

4、特殊情况：

    如果 值大于 ，则要先提取 ，再跟据思路 进行求解．

   如： 的最小值转化为求

 求 的最小值转化为求

典题精炼1

15. 如图，已知 ， ， ，以点 为圆心， 为半径作圆．点 是 上的个动

点，连接 、 ，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】连接 ，

在 上取点 ，

使 ，
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∵ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

要使 最小，则 、 、 三点共线，

即 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

16. 如图，正方形 的边长为 ， 的半径为 ， 为 上的动点，求 的最小值．

【答案】 ．

【解析】点 的轨迹是以 为圆心的圆，图中 ，比例系数与所求比例系数一致，以

为基准构造阿波罗尼斯园， 与直线 交于 ，由阿波罗尼斯圆定理可知直径

上存在定比点 使得 ， ，计算

可得 ，勾股可得 ．
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【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

典题精练2

A. B. C. D.

17. 如图，在 中， ， ， ，⊙ 半径为 ， 为圆上一动点，连

接 ， ，则 的最小值为（   ）．

【答案】A

【解析】取 的中点 ，再连接 ， ， ，

∵ 为 中点，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ， ，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，
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∴ ，

当 ， ， 三点共线时， 有最小值，

此时 有最小值，

∴ 的最小值 ，

∴ 的最小值 ，

故选： ．

【标注】【知识点】阿氏圆问题

18. 如图，边长为 的正方形，内切圆记为⊙ ， 是圆上的动点，求 的最小值．

【答案】 ．

【解析】 ，

即求得 的最小值即可，

点 的轨迹是以 为圆心的圆，图中 ，比例系数与所求比例系数一致，以

为基准构造阿波罗尼斯圆，⊙ 与直线 交于 ，

由阿波罗尼斯圆定理可知直径 上存在定比点 使得

， ，

计算可得 ，

勾股可得 ．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

19. 如图，在 中， ， ， ，以点 为圆心， 为半径的圆上有一个

动点 ．连接 、 、 ，则 的最小值是            ．
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【答案】

【解析】如图，在 上截取 ，使 ，连接 ， ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

在 中，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ 的最小值为 ，

∴ 的最小值是 ．

故答案为： ．

【标注】【知识点】阿氏圆问题
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典题精练3

20. 在直角扇形 中， ， ， 为 中点， ， 在 上， 点是弧

上一动点，则 的最小值为            ．

【答案】

【解析】延长 至 ，使得 ，连接 ， ，

∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴当 、 、 三点共线时，

．

【标注】【知识点】阿氏圆问题

21. 如图，四分之一圆上一点 ， ， ， ，求 的最小值．

【答案】 ．

【解析】 ，延长 使 ．
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∵ ， ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

，

∴ ，

∴最小值为 ．

【标注】【知识点】阿氏圆问题

典题精练4

22. 如图，正方形 的边长为 ，⊙ 的半径为 ， 为⊙ 上的动点，求 的最大值．

【答案】 ．

【解析】点 的轨迹是以 为圆心的圆，

图中 ，可以构造一个 的阿波罗尼斯圆；

图中 ，

可以构造一个 的阿波罗尼斯圆；



43

在 上找一点 使得

，

此时满足 ；

在 上找一点 使得 ，

此时满足 ；

原题中的 ．

计算可得 、 、 ；

．

【标注】【知识点】与圆有关的动点、轨迹问题

过关斩将

（ 1 ）

图

（ 2 ）

23. 如图，已知：抛物线 与 轴交于 、 两点，与 轴交于点 ，点 为

顶点．

求抛物线解析式及点 的坐标．

如图 ， 为 的中点，将线段 绕点 顺时针旋转得到 ，旋转角为

，连接 、 ，当 取得最小值时，求直线 与抛物线的交点坐标．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

抛物线的解析式为 ， ．

．
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【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

∵抛物线 与 轴交于 、 两点，

∴ ．

∵ ，

∴抛物线的顶点坐标为 ，

∴ ．

如图所示：在 轴负半轴上取点 使 ，连接 ．

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ ，

，

∴ ，

∴ ，

∴当 、 、 在一条直线上时， 有最小值，此时直线过 ，

两点，

∴直线 的解析式为 ，

由 ，解得 或 ，

直线 与抛物线的交点坐标为 ．

【标注】【知识点】二次函数与相似三角形结合


